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PROBLEMS IN THE APPLICATION OF THE LEAST SQUARES METHOD TO FIND
THE MOST PROBABLE LOCATION OF THE SHIP
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Contacts: ask.yaniapress(@gmail.com

Abstract: The article justifies a revision of the final formulas for analytical finding of the
most likely location of the ship in additional measurements and the action of random errors. In
addition, there is a reversal of the deviations in coordinates from the actual ones described in the
theory of eliminating the action of systematic errors in measurements and a specified method for

determining them.
Keywords: least squares method, most likely ship location, random and systematic errors

B cwemiectByBamuTe 10 cera u3rounun [ 1,3,5,6,8], kouto 000CHOBaBaT MpUIIATAaHETO HA
MeTOJa Ha HaW-MaJKUTE KBaJpaTH 3a HAMHpPAHE Ha HaW-BEPOSITHOTO MSCTO Ha Kopada,
0CBOOOJICHO OT CITy4allHU TPEIIKH IPH 3 ¥ MMOBEYE HABUTAIIMOHHY MTapaMeTPH € TTOCOUEHO, e TpU

3aJlaJIcHU JUHUHU ChC cuctema (1):
a;Ap + biAw-— 1} = tmy,

aAp + bAw— 1l = +m,,
.................................................... (0

----------------------------------------------------
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KOOpJAMHATUTE Ha MACTOTO A@ , Aw ce HaMupar OT pellaBaHeTO Ha cucTeMa (2):

a !
a(A‘;)_—Z aiz. Ao +3 a; " bi" Aw — Y a;"l;'=
oo _ 2)
a(At;)_Z a; . bi ! A(o +Z blz " Aw — Z bi 4 i'=0
U T€ UMaT CTOMHOCTH (3):
Yai'ly' Yai'b;
_ Xhili  ¥b?
A Yai?' Ya'by
Y a;'b;' Zb%/
3)
Yal Taily
Aw = Yai'"byr Y byl
Ya’ Ya;'by

Yai'b;". Y b}

ToBa He naBa BEpeH pe3yJTaT, aKo MPEABAPUTEIHO HE CE€ aHAJIU3Mpa, KaK ca MOJIyYeHHU
Koe(UIUEHTUTE MPeJl HEU3BECTHUTE, IOPU U aKO BCUUKH JIUHUH Ca PAaBHOTEIJIOBHHU.
. 1
B oOmmst cinydvaii, TMHUUTE Ha MOJOXEHHUETO Ca C pa3jIMyHU Terja p; = ——, KOeTo ¢
i
HOPMAJIHO Ha MPaKTUKa M KAKTO € TOCOYEHO B JuTepaTypa [1-9], koopiuHATUTE HAa MSICTOTO Ag,
A® ce HaMupar OT pelIaBaHeToO Ha cucTeMa (4):

a !
g 2P Ap +Epia; by Aw — Tpia; " 1;'=0
a 4)
g
B(Aw)_z pi-a;".b;". Ao +). p;. blz "Aw — Y pi.b; " 1;'=0
KaTo T€ UMaT CTOHHOCTH (5):
Ipiai'ly' Ypia;'b;
_ Xpibi'ly’ Y pi.b?
he Speai’’ Ipiai'by
X pi-a;"b;r. Zpi.b%l
)

Ypia’  Ypiai'ly

Aw = Zpi-ai'-gi’ 2 pi-bi'li

Xpia;”'  Xpiai'by
Ypiai'by.  Ypib?r

U Te3u pe3yaTaTtu He KOPECIIOHIUPAT, C Pe3yJITaTUTE, KOUTO OMXa Ce MOTYYHIIU 0 BCEKH
€IMH OT Mou(pULpaHnuTe, rpago-aHATUTUYHN METO/IM Ha MPUJIAraHeTo MO/IX0/1a C Hall-MaJlKUTe
KBajaparu [2,3,5,6].

3a nga ce mojyyaT BEpHU KOOPAMHATH € HEOOXOIMMO Ja Ce aHaJlM3hpa CMHChIa Ha
KOC(UIMEHTHTE B ypaBHEHUsATA OT cuctema (1).

N3BectHO €, ye cucrtema (1) naBa Hal-BEpPOATHOTO MSCTO Ha Kopaba MpH yCIIOBHE, 4e

nom2, = min Tk tm,; = _? , KbOEmo gqy; = ’alfz + b? ce sABsiBA rpajUeHTa HA

ut
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JIMHUATA HA TOJIOKEHUETO. 3a Ja c€ MOody4yu OT cucrtema (1), eKBUBAJIEHTHA CUCTEMA, HA KOSTO
JsiIcCHAaTa CTpaHa Ha ypaBHEHUSTA, e ChABPIKA M, ;, BCIKO €IHO OT YPaBHCHUSATA TPsOBa Ja ce
pazzienu Ha CTOMHOCTTA I'PaJMeHTa, CJIe]l KOETO /1a ce MOBIUTHE Ha KBaJIparT, (6).

by (Ao (a2 =L (g

a; b;
(= Ap+—=—=.Aw + )4 =( i = o
" " l " Gui P;
/a?+bi2 /a?+bi2 \/ai2+b;2 \/ai2+b;2

[Tonarame: a—llz a;; b—’lz bl—1 = ; (7)
lazep?  [azenz " [aperr
U cucreMara noOuBa BUIA:
(a1.A¢ + by Aw + )% = o
1
(az.A9 + by Aw + 1)? =
2
.................................... )
(ai.A(p + blA(D + li)Z = Pl
(@n-A@ + by A + 1,)? = —
1

Hudepenuupaiiki cymata OT BCUYKM YPaBHEHHUS B TOPHHS BHI, CIpsIMO Ap U Aw u
MIPUPABHSABANKNA CYMUTE OT TU(PEPEHIIMAINTE Ha HYyJIa (ThPCUM €KCTpeMyMa Ha (pyHKIusATA), 1I1e
ce mony4yu paboTelia cucTeMa OT 2 ypaBHEHHUS C 2 HEM3BECTHH, PEUICHHETO Ha KOSATO JlaBa
JNEWCTBUTEITHUTE KOOPIMHATH HA HAM-BEPOSITHOTO MSICTO:

d

=Y Pi.aF. Ap +2pi- 4. by b — L Pp. 4y =0
a

6(AT»)=Z Pi- ;. bi. Ap +Y p;. b . Aw — X pi. b; . 1;=0

)

Xpiaply Ypiapb;
_Zpibi'li'  Npib}r
tpiai’  Spiaib;
Ypiaib;. Ypib?

Ap

Ypiai’  Ipiail;

Aw = Zpi-ai-?i 2 pibil;
Xpiai”  Xpiapb;
Ypiaibi. Ypib?

CrnenoBarenHo, KoeUIMEHTHUTE ITpeJl HeM3BeCTHUTE B cucteMa (1), TpsiOBa 1a ce HaMupar
BUHArY BbB (DYHKIIMOHAIHA 3aBUCUMOCT OT IPaJMeHTa Ha KOHKPETHATA JIMHUS HAa MOJI0KEHHUETO,
KaTO M3pa3sBaT I0COKATa HA TPAANEHTa, T; U MPEHOCA B IMHUATA N;

’ ’ ’

ay by I

——=(C0ST;; —— = SinTt;; ——
aZ+b? la2+b? la2+b?
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Heka mscroro Ha kopaba € ompeneneHO MO n# JWHWH Ha TOJIOKEHHUETO, KOWTO ca
00OpeMEeHEeHH €IHOBPEMEHHO ChC CIyYailHU Tpemiku +m,,; Npu U3MepBaHe HA HABUTAIMOHHHUTE
napametpu Ui ¥ eHa U Cchlla CUCTEMAaTUYHA TpeIIKa, BoJemla 10 CMECTBAHE & BbB BCSKA €1HA
OT JIJMHUUTE. YPAaBHEHUATA HA JIMHUUTE Ca TTOKAa3aHU C OTYUTAHETO HA U3BOJUTE, HAITPABEHU I10-
rope U IIe UuMaT BUa:

a1A(p + b1A(D - l1 + 6= immﬂ
al-A(p + blA(l) - li + 6= im,mi

a,A¢p + b,Aw— L, + 6= +tm,,,

myi o
KBbACTO im,mi = i g_ul CC IMOJiydaBa OT OTHOIICHUECTO Ha ClIydarHaTa rpClikKa KbM I'pa/IUCHTA Ha
ui

M3MEpEeHUs] HABUTAI[MOHEH MapaMeThp U MPEICTaB/IsIBa CMECTBAHETO B IMHUSATA HA MOJIOKEHHUETO.

Ta3u cucrema ce CbCTOU OT B YPaBHEHUS U n+3 HEU3BECTHU - TM,; , A , A® u J, Kato
CUCTeMaTHyHaTa Tpellika ce MposBsIBa NpH Bcska OT jguHuHTEe. CuUcTemara B TO3M CH BUJ €
Heolpe/iesieHa U A0mycKa 6e30poii MHOTO pelieHusl.

Kato ce nma npenBua, uye ciiydyallHUTE TPELIKU B M3MEPBAHUATA Ca MOJJYMHEHU Ha 3aKOHa
3a HOpMaJHO pasnpeneneHue Ha ['ayc, cucrema (11) Moxe na ce pemnid, KaTo ce MOCTaBU
YCIIOBUETO, CymMaTa OT KBaJJpaTUTE Ha CIydallHUTE TPEIIKU B TUHUUTE HA MOJIOKEHUETO Ja Obae
MUHUMaiHa (12), pu KOETO Hal-BEpOATHOTO MACTO Ha Kopaba, O0CBOOOIEHO OT CiydailHH
IpelIKy, 11Ie ce HaMHpa MoJ] eKcTpeMyMa Ha ['aycoBaTa MOBBPXHOCT:

Lym2,; =min (12)

OctaBa mpoOJIEMBT ChC CHUCTEMATHYHATA TPEIIKa, KOHTO MOXE Ja Ce Pelld, Karo ce
crOepar ypaBHeHHUsATa Ha cucrtema (I1) W OT TMojydeHaTta cymMa C€ HaMepu 3aBHCHMOCT 3a
HaMHpaHe Ha cHCTeMaTHyHaTa rpemka J. Tyk TpsOBa Ja ce uMa MpelnBui, 4Ye cymara Ha
CIIy4alilHUTE TPEIIKH, TOAYMHEHU Ha 3aKOHAa 32 HOPMAJTHO pa3lpe/ieieHre, KIIOHU KbM HyJa:

?=1mJIHi =0 (13)

[Tony4dana ce uzpasa:
1 ' ' '
5=-;( Z?:l alA(p + Z?zlbi.dw_ Z?:l li ) (14)

CnenoBarenHo, ako ca u3BeCTHM A , A® , MOXE Ja c€ HaMepu ToJieMUHAaTa Ha
cucTeMaTuyHara rpemka [3,6,7].

VYpaBuenusTa Ha cuctema (11) ce moBaurar Ha KBajpaT u ce croupat. [lomyuenara cyma
ce nmudepeHnmpa mocaeaoBaTeIHO cpsaMo A , A®w U ¢ oTunTaHe Ha u3pas (14) ce crura a0
CHCTEMa OT JIB€ YPaBHEHUS C JIBE€ HEM3BECTHU, JaBaIlll KOOPAMHATUTE HA OINPENEIECHOTO MSACTO,
P U3KJII0YEHA CUCTEeMAaTUYHAa TpelliKa.

do
(L)

=X pi- (a; — %Z ai)z]- Ap +HXpi- (a; — %Z a;). (bi - %Z bi)] Aw—[Xp;(a; -
rTa). (L-2Z W)=
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(15)
do 1 1 1 2
0w (LPi (@i — X a). (bi ) bi)]- Ap HEpi. (bi — -2 by) |.Aw — [Xpi. (b; —

2by). (L -32 )]0,

KbACTO P; = € TCIJIOTO Ha JIMHUATA HA IIOJIOKCHHUCTO.

i

[Tonyuenure koopauHatu oT uzpasu (15)

) m-(ai—%Z ai)(li—%z li)] X pi~(ai—%2 ai)-(bi—%z bi)]

2
(2 pi(bi—2 3 bo). (-2 3 1) 5 pi(bi-x X by) |
Ap = 1 2 1 1
Xpi(ai— X a) | Zpi(ai— X ai)-(bi—;Z bi)]
1 1 1 2
[Zpi(ai— 2 ap).(bi—; L b)) Spi(bi— % by) |
(16)
2
) m-(ai—%Z a;) | X pi~(ai—%2 ai)-(li—%z li)]
A= Z pi(bi—+3. bi>.(1i—zﬁz | Epeti-2b). (320
Zpi-(ai—%z a;) ] Z m-(ai—%z a,-)-(bi—%z bi)]
2
[Epi(ai-r 3 ap).(bi— 5 b)) S pi(bi-x % by) |

HE JaBaT JIeHCTBUTEIHOTO MICTO Ha Kopa6a, 3al10TO TOYKATa, KOATO UM CHbOTBCTCTBA € MOJYUCHA
1
OT NPECHYAHCTO Ha BITIOMOJBAIIHUTE MCXAY TI'PaJUCHTHTC W OTCTOM Ha BCJIMYMHA o= - ;(

’ ’ ’
Yiia; Ae + Y b, . Aw — Yi,1l; ), OoT BcAKa JMHHUS Ha MOJOXEHHETO — pPajadyC Ha
BIIHCAaHATa OKPBHKHOCT MEXKIY JIUHUUTE C LIEHTHP A@ , Aw.

3a 1a ce Mmoay4Yu NeUCBUTEIHOTO MACTO Ha Kopaba ¢ KoopauHatu A o U Awg ce CTposIT
IPUTETIIEHATE BITIOMOBAIIM MEXK/LY IMHUMTE HA MOJIOKEHHUETO, KATO BCEKU BI'bJl 6 ce e Ha

4acTH Q;; U B;;, U3UMCIIBaHM 110 3aBucuMocture (17)[ 7 ]:
ij ij

P.
a; =——20

ij_P,TP]- ij

(17)
B ij = % 9ij
iThj

Mscro Ha kopaba ¢ koopauHatu A o M Aw, ce HaMmupa B TpeceyHaTa TOYKa Ha
MIPUTETJICHUTE BIIIOMOJIBSIIIH.

OT Tyk e HeoOXoauMO Ja ce JaZe OTroBOp Ha BBIPOCa, KakBa € JOIMycHarara
CUCTEMaTUYHA TpelIKa B HM3MEPEHUTE HABUTAIMOHHU TNapaMeTpu 3a Jla C€ U3KIYU OT
CJIe/IBAIIUTE U3MEPBAHUSA

B cniydaii Ha onipenensiHe MSCTOTO Ha Kopaba 1Mo MeIeHTH, KOUTO ChAbPIKAT CUCTEMaTUYHA
rpelika &,, OT KapTara ce CHEMaT UCTUHCKUTE HanpaBlieHUus KbM opueHTupute Iy, cbrnocraBst
ce ¢ u3MepeHuTe mneneHru, Il,;, omucanu ¢ ypaBHeHusTa Ha cucrema (I11) u ce moaydana
nonpaskara Ha komnaca AK.

My — My = &y AK=-¢g, (18)
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Hanpumep, Heka MACTOTO Ha Kopaba e OmpejieieHo MO TPH TIeJIeHTa, KbM TPU OPHEHTHPA,
che croitroctu: I11=015,0%; 11>=330,0° u I15=215,0°. Pa3cTosHUATA 10 OPHEHTUPHTE CA CHOTBETHO
D1=7,6 NM; D,=10,6 NM; Ds=7,4 NM (¢uez. 1.

B nenieHTHTE € 3a710KeHa CHCTEMaTHYHA TPelka €, = +5° ¥ Te ca M3MepPEHH ChC CPETHO-
KBaJpaTUyHa rpemka, my; = +0,5°.

AKoO ce HaHecaT IMHUUTE HA KApTaTa, Te Ie Ce OMMIIAT OT CJIe[HATA CUCTEMA ypaBHEHNS,
naBaiiku (PUrypa Ha TPEIIKUTE TPHBIbIHHUK:

+0,90 Ag -3,75 Aw - 3,375=0
3,20 Ag -5,60 Aw - 17,92 =0
-1,50 Ag +2,20 Aw - 3,30 =0

OO6paboTBaiiku cuctemara, ¢ oruutane (6) u (7) ce mosydana:

05285 A +sin285° Aw - 0,90 =0
c0s240° A +sin240° Aw - 2,80 =0
c0s125% A +sin125° Aw - 1,15=0

Pemennero Ha cucremara mo M3BECTHATA JI0 Cera METOIMKA JaBa CIICTHUTE PE3yNITaTH:
Ap=-2,7’; , Aw=-1,1" n 6=0,5 NM. Ilpu ToBa HampaBJCHHUATA OT MOJydyeHaTa TOUYKA KbM TPUTE
OpHEHTHpa ca: I1=011,2% T1,=328,0° u I13=210,2°, koeTto OueBHAHO HE KOpPECIIOHINPA ChC
3aJi0’KeHaTa Irpellka B MeJeHTUuTe.

B pemuna mybnukanuu ce MpenopbuBa, Ja CE€ OCPEAHIT TONYyYEHUTE PA3IUKU U
pe3ynTaThT Ja ce MpueMe 3a IMompaBka Ha kommnaca. Ho Te3u pesynartaru mie ObIaT BbHB
(YHKIIMOHATTHA 3aBHCUMOCT OT Pa3CTOSIHHSTA J1a OOCKTHTE M Pa3MOJIOKEHHETO UM CIPSIMO
MSICTOTO Ha Kopaba, KOETO BHHATU 1€ BOJAU /10 OTKJIOHEHHUS OT AeMCTBUTEIHATa CTOMHOCT Ha
MoTpaBKaTa Ha KoMIaca.

C npunaranero Ha ¢popmynu (17), 3a koopauHaTUTE ce ToiydaBa Ag=-2,1"; , Aw=-0,8"u
HaIpaBJIeHUATa KbM opuenTupute crasat 11;=010,0; I1,=325,0° u [13=210,0 ° u ¢ orunuTane Ha
(18) mompaBkaTa Ha Kommaca o0uBa croHocT AK = —5°.
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B cmywait Ha ompenensHe MSACTOTO Ha Kopaba MO pa3CTOSHUS, KOUTO ChIbpXKAT
CHUCTEMaTUYHa IPelliKa €p, OT KapTaTa ce U3MEPBAT UCTUHCKUTE PA3CTOSTHUSA 10 oprueHTupute Dy,
CBIIOCTABAT ce ¢ uaMmepenure D,,,;, OMUCaHU ¢ ypaBHEHUATa Ha cuctema (11) u ce monydaBa
nompankara 3a pascrosiaue AD.

AD= (_£D)= DI/IBMi - DKi (19)

Hanpumep, Heka MSCTOTO Ha Kopaba € ONpenesieHO MO TPU PA3CTOSHUSA, KbM TpU
opueHtupa, cbc croitHoctu: D1=10,0 NM; D»=9,5 NM; D;=10,4 NM. Hanpapnenusita KbM
opHeHTHpHTE ca choTBeTHO: 11:=321,30°; [1,=256,5° u 115=209,8°. (pue. 2).

B pascrosiHusATa € 3a0KeHa cucTeMaTU4Ha rpemka €, = +2 NM U Te ca u3MepeHu Ccbe
CpeIHO-KBaapaTuyHa rpenika, mp; = £0,05.Di

AKO ce HaHecaT JUHUUTE Ha KapTara, T€ I Ce OMUIIAT OT CJeJHATa CHCTeMa JIMHEWHU
YpaBHEHHSI, BCIKO OT KOUTO € ypaBHEHHUE Ha IOMHUPATEIIHA KbM ChOTBETHATA MUCTaHIMs. Durypa
Ha TPEeIIKUTe € chepruueH TPUBI'bIHUK.

1,500 +12 Aw-1,8=0
+1,2 A@+5,0 Aw - 6,0 =0
+4,9 A@ +2.8 Aw - 13,7=0

OOpaboTBaiiku cucremara, ¢ oruutane (6) u (7) ce moiy4dana:

cos141,3% A +sin141,3° Aw - 0,937 =0
c0s76,5° A@ +sin76,5° Aw - 1,167 =0
c0s29,8° A +sin29,8° Aw - 2,431 =0

AHaJIOTMYHO, PEILIEHUETO Ha CUCTEMaTa M0 U3BECTHATA J0 Cera METOAMKA JaBa CICAHUTE
pesyaratu: Ap= +0,8’; , Aw=-1,5" u 6=2,5 NM. IIpu ToBa, pa3cTOsIHUATA OT MOJy4eHATAa TOYKA
KbM TpuTe opueHtupa ca: Di=7,6 NM; D,=7,0 NM; D;=8,2 NM, Koero OYeBHU]IHO HE
KOPECTIOHAMPA ChC 3aJI0’KEHATA IPelliKka B JUCTAHIIUHTE.

C npunaranero Ha popmynu (17), 3a koopaunatute ce norydasa Ap=+0,65; , Ao=-1,15"
U pa3cTosiHusITa KbM opueHTUpHUTE ctaBaT D1=8,0NM; D,=7,5 NM; D3=8,4 NM u c oTunTaHe Ha
(19) mompaBkara Ha pa3cTosiHHEeTO 100uBa croitHOCT AD= -2,0 NM.

HcTuHCcKkrTEe CTOWHOCTM Ha HABUTAIlMOHHUTE MapaMeTpu, MOraT Ja ce MoiydaT U ¢
dbopMynuTe 3a aHAJUTHUYHO CYHCIEHHUE, T.K. KOOpPAWHATUTE Ha opueHTupuTe A@; u Aw; ca
M3BECTHHU.

AKO ¢ peanHuTe KoopauHatH A@ ¢ U Awg ce 3amectu B cucrtema (11), kato ce oruerar
JICWCTBUTEITHUTE CMECTBAaHUSI B JIMHUHTE O, II€ CE€ IOJy4aT CTOMHOCTHTE HAa KOHKPETHUTE
CPEIHO-KBaIpaTUUHU TPEIKH 32 BCSAKA OT TMHUUTE Ha MOJIOKEHUETO.

’ ’ ’
aAp, + bAw,— L+ §;= tm,,; (20)
CMUCBHIBT Ha TOPEH3IIOKEHOTO € J1a C€ J1ajIe METOI0JOTHITA 3a TOJy4YaBaHe CTOMHOCTTA

Ha JIOMyCHAaTa CUCTEMaTH4YHA Ipellika B U3MEPBAHETO, KOATO TpsiOBa Aa Oblie U3KIIOYEHA MpU
W3BBPIIBAHE HA CIIEBAIIN 00CEpBaIIUU.
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[Tocouenute B nuTepaTypara A0 Cera TEOPETHYHH pE3yATaTh, HE CaMO HeE JaBaT
CTOMHOCTTA Ha PEaJTHO JOMyCHATA CUCTEMATUYHA TPEIKa, HO U MIOCOYBAT KOOPAUHATH Ha MSCTO,
KOETO OW ce IMOJIydWJIO TIPU PABHOTETJIOBHHU JIMHUHM Ha TTOJIOKEHUETO, KOETO Ha IMPaKTHKA €
HEBB3MOXKHO.

H3600u:

1/. IlpunaraneTo Ha METO/Ia HA HA-MAJIKUTE KBAApaTH TPSOBA /1a CTaBa caMo CJIe]l KaTo
JTUHUHUTE HA MOJIOKEHUETO Ca HAIMMCAHU B HOPMAJIeH BUJ, T.€. OTYMTANKN MOJyJa ¥ TIOCOKaTa Ha
IpaJleHTa 3a BCIKa e/1Ha OT THX.

2/. MscTOTO, OCBOOOJICHO OT CUCTEMATHYHU TPEIIKH, IPH 3 JIMHUU HA MOJIOKEHUETO Ce
HaMHpa B TpeceyHaTa TOYKa Ha MPUTETJICHUTE BIIIOMONBAIM (OMCEKTpucH) Ha (urypara Ha
TPEIIKUTE.

3/.Koraro, nuHHMHTE ca OOPEMEHEHHM CbC CHUCTEMAaTHYHA W CIy4YalHU TPEIIKH, CE€
MpOoLeNpa MO CIACTHUS HAUHH:

® aKO cHCTeMaTHMYHaTa Tpellka € Majka M ChbU3MepUMa ChC Ciy4yailHuTe, Ts ce
nmpuemMa KaTo ciyyailHa U (urypara Ha TpelIKHTE ce pa3KpuBa IO €AUH OT
W3BECTHUTE HAYWHU, OCHOBAaHU HA METOJ1a HA HA-MaJIKUTE KBAJPaTH;

® aKO cHucTeMaTHyYHaTa Ipellka € 3HauYuTeNHa, (urypara Ha TpelikuTe ce pa3KpuBa,
KaTo 0OpeMeHeHa ChC CUCTEMAaTUYHH TPEIIKH U HAMEPEHOTO MSCTO Ha Kopaba ce
OLICHSIBA C EMTUNTUYHA UM KPBroBa IPellika, 3a 1a ¢e BUIU KaKBO € BIUSHUETO Ha
CIIy4YailHUTE TPEIIKH.

4/.Koraro, npeo0yiagaBaT CUCTEMAaTUYHUTE TPEIIKH, (PUrypara, mopojaeHa OT CIy4alHU
TPEUIKK ce TpaHClIMpa B palioHa Ha TOYKaTa, MOJydeHa OT MPECHYaHETO Ha TMPUTETJICHUTE
BIIIOTIONBSIITH.
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	Abstract: The article justifies a revision of the final formulas for analytical finding of the most likely location of the ship in additional measurements and the action of random errors. In addition, there is a reversal of the deviations in coordinat...
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	В съществуващите до сега източници [1,3,5,6,8], които обосновават прилагането на метода на най-малките квадрати за намиране на най-вероятното място на кораба, освободено от случайни грешки при 3 и повече навигационни параметри е посочено, че при задад...
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	координатите на мястото ∆φ , ∆ω се намират от решаването на система (2):
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	и те имат стойности (3):
	∆φ = ,,,,𝒂-𝒊...,′𝒍-𝒊.′-,,𝒂-𝒊..′,𝒃-𝒊.′. -,,𝒃-𝒊...,𝒍-𝒊.-,,𝒃-𝒊-𝟐...-,,,,𝒂-𝒊..-𝟐.′-,,𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′ -,,𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′. -,,𝒃-𝒊-𝟐..′..
	(3)
	∆ω = ,,,,,𝒂-𝒊..-𝟐.′-,,𝒂-𝒊..′.,𝒍-𝒊.′ -,,𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′ -,,𝒃-𝒊..′.,𝒍-𝒊.′ .-,,,,𝒂-𝒊..-𝟐.′-,,𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′ -,,𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′. -,,𝒃-𝒊-𝟐..′..
	Това не дава верен резултат, ако предварително не се анализира, как са получени коефициентите пред неизвестните, дори и ако всички линии са равнотегловни.
	В общия случай, линиите на положението са с различни тегла ,𝒑-𝒊.= ,𝟏-,𝒎-лп𝒊.. , което е нормално на практика  и както е посочено в литература [1-9], координатите на мястото ∆φ, ∆ω се намират от решаването на система (4):
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	като те имат стойности (5):
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	∆ω = ,,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..-𝟐.′-,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..′.,𝒍-𝒊.′ -,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..′.,𝒃-𝒊.′ -,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊..′.,𝒍-𝒊.′ .-,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..-𝟐.′-,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊.′..,𝒃-𝒊.′ -,,𝒑-𝒊..,𝒂-𝒊..′.,𝒃-𝒊.′ . -,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊-𝟐..′..
	И тези резултати не кореспондират, с резултатите, които биха се получили по всеки един от модифицираните, графо-аналитични методи на прилагането подхода с най-малките квадрати [2,3,5,6].
	За да се получат верни координати е необходимо да се анализира смисъла на коефициентите в уравненията от система (1).
	Известно е, че система (1) дава най-вероятното място на кораба при условие, че                                                         ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒎-лп𝒊-𝟐.. = min. Т.к. ±,𝒎-лп𝒊.= ±,,𝒎-𝒖𝒊.-,𝒈-𝒖𝒊.. , където ,𝒈-𝒖𝒊. = ,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐....
	,(,,𝒂-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐....∆𝝋+,,𝒃-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐....∆𝝎+,,𝒍-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...)-𝟐. = (,,±,𝒎-𝒖𝒊.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...)-2.= (,,±,𝒎-𝒖𝒊.-,𝒈-𝒖𝒊..)-2.= ,𝒎-лп𝒊-𝟐.= ,𝟏-,𝑷-𝒊..          (6)
	Полагаме:                             ,,𝒂-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒂-𝒊 .;  ,,𝒃-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒃-𝒊 .; ,,𝒍-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒍-𝒊 .                       (7)
	и системата добива вида:
	,(,𝒂-𝟏..∆𝝋+,𝒃-𝟏..∆𝝎+,𝒍-𝟏.)-𝟐. =  ,𝟏-,𝑷-𝟏..
	,(,𝒂-𝟐..∆𝝋+,𝒃-𝟐..∆𝝎+,𝒍-𝟐.)-𝟐. =  ,𝟏-,𝑷-𝟐..
	………………………………                                          (8)
	,,,𝒂-𝒊..∆𝝋+,𝒃-𝒊..∆𝝎+,𝒍-𝒊..-𝟐.   =  ,𝟏-,𝑷-𝒊..
	………………………………
	,(,𝒂-𝒏..∆𝝋+,𝒃-𝒏..∆𝝎+,𝒍-𝒏.)-𝟐. =  ,𝟏-,𝑷-𝟏..

	Диференцирайки сумата от всички уравнения в горния вид, спрямо ∆φ и ∆ω и приравнявайки сумите от диференциалите на нула (търсим екстремума на функцията), ще се получи работеща система от 2 уравнения с 2 неизвестни, решението на която дава дей...
	,𝝏𝝈-𝝏(∆𝝋).=,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊-𝟐... ∆φ +,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊..∆𝝎−,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒍-𝒊.=0
	,𝝏𝝈-𝝏(∆𝝎).=,,𝒑-𝒊..,𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊.. ∆φ +,,,𝒑-𝒊..𝒃-𝒊-𝟐...∆𝝎−,,,𝒑-𝒊..𝒃-𝒊...,𝒍-𝒊.=0
	(9)
	∆φ = ,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒍-𝒊.-,,𝒑-𝒊..,𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊.. -,,,𝒑-𝒊..𝒃-𝒊..′.,𝒍-𝒊.′-,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊-𝟐.′..-,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..-𝟐.-,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊. -,,𝒑-𝒊..,𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊. . -,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊-𝟐....
	∆ω = ,,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..-𝟐.-,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒍-𝒊. -,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊.-,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊...,𝒍-𝒊. .-,,,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊..-𝟐.-,,,𝒑-𝒊..𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊. -,,𝒑-𝒊..,𝒂-𝒊...,𝒃-𝒊. . -,,𝒑-𝒊..,𝒃-𝒊-𝟐....
	Следователно, коефициентите пред неизвестните в система (1), трябва да се намират винаги във функционална зависимост от градиента на конкретната линия  на положението, като изразяват посоката на градиента, ,𝝉-𝒊 .  и преноса в линията ,𝒏-𝒊 .:
	,,𝒂-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒄𝒐𝒔 𝝉-𝒊 .;  ,,𝒃-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒔𝒊𝒏 𝝉-𝒊 .; ,,𝒍-𝟏-′.-,,𝒂-𝒊-′𝟐.+,𝒃-𝒊-′𝟐...= ,𝒏-𝒊 .                             (10)
	Нека мястото на кораба е определено по n линии на положението, които са обременени едновременно със случайни грешки ±,𝒎-𝒖𝒊. при измерване на навигационните параметри Ui  и една и съща систематична  грешка, водеща до сместване δ във всяка една от ли...
	,,𝒂-𝟏.∆𝝋  +-,𝒃-𝟏.∆𝝎−-,𝒍-𝟏.+ 𝜹= ±,𝒎-лп𝟏..

	…………………………………………….                                    (11)
	,,𝒂-𝒊.∆𝝋  +-,𝒃-𝒊.∆𝝎−-,𝒍-𝒊.+ 𝜹= ±,𝒎-лп𝒊..
	…………………………………………….
	,,𝒂-𝒏.∆𝝋  +-,𝒃-𝒏.∆𝝎−-,𝒍-𝒏.+ 𝜹= ±,𝒎-лп𝒏..,
	където ±,𝒎-лп𝒊.= ±,,𝒎-𝒖𝒊.-,𝒈-𝒖𝒊.. се получава от отношението на случайната грешка към градиента на измерения навигационен параметър и представлява сместването в линията на положението.
	Тази система се състои от n уравнения и n+3 неизвестни - ±,𝒎-лп𝒊. , ∆φ , ∆ω и δ, като систематичната грешка се проявява при всяка от линиите. Системата в този си вид е неопределена и допуска безброй много решения.
	Като се има предвид, че случайните грешки в измерванията са подчинени на Закона за нормално разпределение на Гаус, система (11) може да се реши, като се постави условието, сумата от квадратите на случайните грешки в линиите на положението да бъде мини...
	,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒎-лп𝒊-𝟐.. = min                                                      (12)
	Остава проблемът със систематичната грешка, който може да се реши, като се съберат уравненията на система (11) и от получената сума се намери зависимост за намиране на систематичната грешка δ. Тук трябва да се има предвид, че сумата на случайните греш...
	,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒎-лп𝒊.. = 0                                                          (13)
	Получава се израза:
	δ = - ,𝟏-𝒏.( ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒂-𝒊-′. . .𝜟𝝋 + ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒃-𝒊-′. . .𝜟𝝎− ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒍-𝒊-′.  .)                            (14)
	Следователно, ако са известни ∆φ , ∆ω , може да се намери големината на систематичната грешка [3,6,7].
	Уравненията на система  (11) се повдигат на квадрат и се събират. Получената сума се диференцира последователно спрямо ∆φ , ∆ω и с отчитане на израз (14) се стига до система от две уравнения с две неизвестни, даващи координатите на определеното място,...
	,𝝏𝝈-𝝏(∆𝝋).=[,,𝒑-𝒊...,(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.).-𝟐.]. ∆φ +[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)...∆𝝎−[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..=0
	(15)
	,𝝏𝝈-𝝏(∆𝝎).=[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)... ∆φ +[,,𝒑-𝒊...,(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.).-𝟐.].∆𝝎−[,,𝒑-𝒊...(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..=0,
	където ,𝒑-𝒊.= ,𝟏-,𝒎-лп𝒊..  e теглото на линията на положението.
	Получените координати от изрази (15)
	∆φ = ,,[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..-[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)..-[,,𝒑-𝒊...(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..-,,𝒑-𝒊...,(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.).-𝟐.].-,,...
	(16)
	∆ω = ,,[,,𝒑-𝒊...,(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.).-𝟐.]-[,,𝒑-𝒊...(,𝒂-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒂-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..-[,,𝒑-𝒊...(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)..-[,,𝒑-𝒊...(,𝒃-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒃-𝒊.)..,,𝒍-𝒊.−,𝟏-𝒏.,,𝒍-𝒊.)...-,...
	не дават действителното място на кораба, защото точката, която им съответства е получена от пресичането на ъглополвящите между градиентите и отстои на величина δ = - ,𝟏-𝒏.( ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒂-𝒊-′. . .𝜟𝝋 + ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒃-𝒊-′. . .𝜟𝝎− ,𝒊=𝟏-𝒏-,𝒍-𝒊-...
	За да се получи дейсвителното място на кораба с координати ,∆𝝋 -𝟎. и ,∆𝝎-𝟎. се строят притеглените ъглополвящи между линиите на положението, като всеки ъгъл  ,𝜽-𝒊𝒋. се дели на части ,𝜶-𝒊𝒋. и ,𝜷-𝒊𝒋., изчислявани по зависимостите (17)[ 7 ]:
	,                                                                        𝜶-𝒊𝒋.= ,,𝑷-𝒊.-,𝑷-𝒊.+,𝑷-𝒋.. ,𝜽-𝒊𝒋.
	(17)
	,𝜷-𝒊𝒋.= ,,𝑷-𝒋.-,𝑷-𝒊.+,𝑷-𝒋.. ,𝜽-𝒊𝒋.
	Място на кораба с координати ,∆𝝋 -𝟎. и ,∆𝝎-𝟎. се намира в пресечната точка на притеглените ъглополвящи.
	От тук е необходимо да се даде отговор на въпроса, каква е допуснатата систематична грешка в измерените навигационни параметри за да се изключи от следващите измервания
	В случай на определяне мястото на кораба по пеленги, които съдържат систематична грешка ,𝜺-п., от картата се снемат истинските направления към ориентирите ,П-ki., съпоставят се с измерените пеленги, ,П-и𝒊., описани с уравненията на система (11) и се...
	,П-и𝒊.− ,П-𝒌𝒊.= ,𝜺-п.;   ∆К = - ,𝜺-п.                                           (18)
	Например, нека мястото на кораба е определено по три пеленга, към три ориентира, със стойности: П1=015,00; П2=330,00 и П3=215,00. Разстоянията до ориентирите са съответно D1=7,6 NM; D2=10,6 NM; D3=7,4 NM (фиг. 1).
	В пеленгите е заложена систематична грешка ,ε-п.=+5  и те са измерени със средно-квадратична грешка, ,m-ui.= ±0,5 .
	Ако се нанесат линиите на картата, те ще се опишат от следната система уравнения, давайки фигура на грешките триъгълник:
	+0,90 ∆φ -3,75 ∆ω - 3,375 = 0
	-3,20 ∆φ -5,60 ∆ω - 17,92 = 0
	-1,50 ∆φ +2,20 ∆ω - 3,30 = 0
	Обработвайки системата, с отчитане (6) и (7) се получава:
	cos2850 ∆φ +sin2850 ∆ω - 0,90 = 0
	cos2400 ∆φ +sin2400 ∆ω - 2,80 = 0
	cos1250 ∆φ +sin1250 ∆ω - 1,15 = 0
	Решението на системата по известната до сега методика дава следните резултати: ∆φ= -2,7’; , ∆ω=-1,1’ и δ=0,5 NM. При това направленията от получената точка към трите ориентира  са: П1=011,20; П2=328,00 и П3=210,20, което очевидно не кореспондира със з...
	В редица публикации се препоръчва, да се осреднят получените разлики и резултатът да се приеме за поправка на компаса. Но тези резултати ще бъдат във функционална зависимост от разстоянията да обектите и разположението им спрямо мястото на кораба, кое...
	С прилагането на формули (17), за координатите се получава ∆φ= -2,1’; , ∆ω= -0,8’ и направленията към ориентирите стават П1=010,00; П2=325,00 и П3=210,0 0 и с отчитане на (18) поправката на компаса добива стойност ∆К =  −5  .
	В случай на определяне мястото на кораба по разстояния, които съдържат систематична грешка ,ε-D., от картата се измерват истинските разстояния до ориентирите ,𝑫-𝒌𝒊., съпоставят се с измерените ,𝑫-изм𝒊., описани с уравненията на система (11) и се ...
	∆D= ,(−𝜺-𝑫.)= ,𝑫-изм𝒊.− ,𝑫-к𝒊.                                                 (19)
	Например, нека мястото на кораба е определено по три разстояния, към три ориентира, със стойности: D1=10,0 NM; D2=9,5 NM; D3=10,4 NM. Направленията към ориентирите са съответно: П1=321,300; П2=256,50 и П3=209,80. (фиг. 2).
	В разстоянията е заложена систематична грешка ,ε-а.=+2 NM и те са измерени със средно-квадратична грешка, ,m-Di.= ±0,05.Di
	Ако се нанесат линиите на картата, те ще се опишат от следната система линейни уравнения, всяко от които е уравнение на допирателна към съответната дистанция. Фигура на грешките е сферичен триъгълник.
	-1,5 ∆φ +1,2 ∆ω - 1,8 = 0
	+1,2 ∆φ+5,0 ∆ω - 6,0 = 0
	+4,9 ∆φ +2,8 ∆ω - 13,7 = 0
	Обработвайки системата, с отчитане (6) и (7) се получава:
	cos141,30 ∆φ +sin141,30 ∆ω - 0,937 = 0
	cos76,50 ∆φ +sin76,50 ∆ω - 1,167 = 0
	cos29,80 ∆φ +sin29,80 ∆ω - 2,431 = 0
	Аналогично, решението на системата по известната до сега методика дава следните резултати: ∆φ= +0,8’; , ∆ω=-1,5’ и δ=2,5 NM. При това, разстоянията от получената точка към трите ориентира  са: D1=7,6 NM; D2=7,0 NM; D3=8,2 NM, което очевидно не кореспо...
	С прилагането на формули (17), за координатите се получава ∆φ= +0,65’; , ∆ω= -1,15’  и разстоянията към ориентирите стават D1=8,0NM; D2=7,5 NM; D3=8,4 NM и с отчитане на (19) поправката на разстоянието добива стойност ∆D=  -2,0 NM.
	Истинските стойности на навигационните параметри, могат да се получат и с формулите за аналитично счисление, т.к. координатите на ориентирите ,∆𝝋-𝒊. и ,∆𝝎-i.  са известни.
	Ако с реалните координати ,∆𝝋 -𝟎. и ,∆𝝎-𝟎. се замести в система (11), като се отчетат действителните смествания в линиите ,δ-i., ще се получат стойностите на конкретните средно-квадратични грешки за всяка от линиите на положението.
	,                                                         ,𝒂-𝒊-′.,∆𝝋-𝒐.  +-,𝒃-𝒊-′.,∆𝝎-𝒐.−-,𝒍-𝒊-′.+ ,𝜹-𝒊.= ±,𝒎-лп𝒊..                              (20)
	Смисълът на гореизложеното е да се даде методологията за получаване стойността на допусната систематична грешка в измерването, която трябва да бъде изключена при извършване на следващи обсервации.
	Посочените в литературата до сега теоретични резултати, не само не дават стойността на реално допусната систематична грешка, но и посочват координати на място, което би се получило при равнотегловни линии на положението, което на практика е невъзможно.
	Изводи:

	1/. Прилагането на метода на най-малките квадрати трябва да става само след като линиите на положението са написани в нормален вид, т.е. отчитайки модула и посоката на градиента за всяка една от тях.
	2/. Мястото, освободено от систематични грешки, при 3 линии на положението се намира в пресечната точка на притеглените ъглополвящи (бисектриси) на фигурата на грешките.
	3/.Когато, линиите са обременени със систематична и случайни грешки, се процедира по следния начин:
	 ако систематичната грешка е малка и съизмерима със случайните, тя се приема като случайна и фигурата на грешките се разкрива по един от известните начини, основани на метода на най-малките квадрати;
	 ако систематичната грешка е значителна, фигурата на грешките се разкрива, като обременена със систематични грешки и намереното място на кораба се оценява с елиптична или кръгова грешка, за да се види какво е влиянието на случайните грешки.
	4/.Когато, преобладават систематичните грешки, фигурата, породена от случайни грешки се транслира в района на точката, получена от пресичането на притеглените ъглополвящи.
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